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1. PRINCIPIO DI CONCENTRAZIONE DI COMPATTEZZA 


Il-principio di concentrazione di compattezza, è stato introdotto da P.L. 
Lions, che ha applicato allo studio delle equazioni ellittiche uno strumento 
noto da tempo in probabilità ([L1], [L2]). L'idea centrale della dimostrazione 
è l'osservazione che, se (pk) è una successione di funzioni nonnegative, 


limitata in L!, lo studio della funzione di concentrazione 


Qx(R)= sup J Pk dx 
ye R® B(y,R) 


consente di determinarne le proprietà di compattezza. Nella sua formulazione 
più generale questo teorema fornisce una classificazione completa delle 


successioni limitate in LÌ, e si può enunciare nel modo seguente: 


Teorema 1. Sia (pk) è una successione di funzioni misurabili 


nonnegative in RD rali che 
il Pk(x) dx > per k— +00, 
RI 


Allora da (px) si può estrarre una sottosuccessione, che indichiamo ancora 
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con (px), e che verifica una delle condizioni seguenti: 


Concentrazione. Per ogni k e N esiste yx e R® tale che 


Ve>0 30 , Ke NÌ( pix) dx - A <e Vk>k; 
B(yx,R) 


Se la successione (yx) è limitata si dice che vale la concentrazione al finito, se 


non è limitata vale la concentrazione all'infinito. 


Annullamento 
lim sup px(x) dx)=0 YVR>O0; 
k->+00 |yeR" ‘B(y,R) 


Dicotomia. Esiste p e ]0,A[ tale che, per ogni € >0 esistono ke N ; 
(yk) succ in R?, R>0, (Rx) successione in RYe È pi misurabili, non 


negative e tali che per ogni k > k 
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i, 2 è ; 
px - + PHI LRM<E ; 


I ( pidx - pl<e, | pidx- A-1)| <e 
B(yk.R) R'\B(yk,Rk) 


e Rk + +00 per k + co, 


In realtà nelle applicazioni si hanno spesso ulteriori ipotesi su (px), oltre 
alla limitatezza, e, studiando direttamente la successione (Qx), si ottengono 
delle formulazioni semplificate e più mirate del teorema. Non vogliamo perciò 
entrare nel dettaglio della prova in questa generalità, ma ci limitiamo a dare 


un'idea intuitiva del significato di questa classificazione. 


Se esiste p in L! tale che 

Pk è p in norma, 
allora è immediato verificare che vale la concentrazione al finito, ma questa 
condizione è verificata per esempio anche da una successione convergente 
debolmente in L!, e non in norma, di cui tutti gli elementi hanno il supporto 


nello stesso insieme. Un possibile esempio è: 


p::R>R n=] 2k 7 
0 altrove 


94 


PI — ___——_——_—__P 
0 1 2 
0 1 Z 
————+ > 
P3 0 1 pi 


Se (px) verifica la concentrazione al finito, e (yx) è una successione in R" tale 
che ly 1 +00, allora la successione pk(*-yk) verifica la condizione di 


concentrazione all'infinito. 


Anche l'annullamento non implica in generale la convergenza a 0, come 


prova il seguente esempio: 


i e i 
pr:R>R px= 1 sé kjSsx£Kkj+t5E> j= 0..h-1 
0 altrove 
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PI —  —___>- 


P2 


0 172 2 


014 4 8 12 
Infine, se vale la dicotomia la successione si spezza nella somma di due 


termini: gli esempi più semplici di dicotomia sono: 


Pk=P+g(--yk), dove lykl + + per k > +00, 


Pk = P(-xk) + g(-yk) , dove Ixgl , lygl > +00 per k— +00, 


Questo principio si può applicare anche a successioni limitate in LP(RD), 
o in H!:P(RN), scegliendo Pk = luxlP o, rispettivamente px = luglP + IDuglP. E' 


chiaro allora l'interesse di questo principio nella soluzione di equazioni 
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differenziali in forma di divergenza. Infatti il problema di determinare 
soluzioni di equazioni di questo tipo si può ricondurre alla ricerca di punti 
critici del funzionale associato, in opportuni spazi di tipo Sobolev. Se le 
successioni di Palais Smale sono limitate, si possono studiare mediante il 
principio di concentrazione e, in taluni casi, si possono determinare soluzioni. 


(Si veda per esempio [L1] e [L2] per l'applicazione a diverse equazioni). 


2. APPLICAZIONE AD UN' EQUAZIONE QUASILINEARE 


Noi abbiamo applicato questo principio alla seguente equazione 


‘quasilineare: 

(1) div(a(IDul)Du) - a(lul)u + g(x)f(u)=0 inR®, 

dove a è continua, nonnegativa e verifica una condizione di crescita "tipo 
potenza". 


Il modello di questa equazione è il seguente: 


(2) div(IDulP-2 Du) - lulP-2u + g(x) lull-2u=0 in R9, 
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con l<p<n, che, nel caso in cui p=2, si scrive: 


(3) Au-u+g(x)luld2u=0 inR9. 


Quest'ultima è stata diffusamente studiata. A causa della nonlimitatezza del 
dominio l'immersione di Sobolev non è in generale compatta. Se g è costante 
si può lavorare in spazi di funzioni radialmente simmetriche, e sfruttare la 
compattezza della restrizione dell'immersione di Sobolev a questi spazi, per 
determinare punti critici del funzionale associato. (cf. [S], [BL] e [C1] per 
l'equazione (2)). 

Se g non è costante, (3) può non avere soluzione. Questo accade ad 
esempio se g dipende soltanto da una componente, ed è strettamente crescente 


(cf. [N], [EL]). Ma se esiste 


lim g(x) = Lo ’ 


lxl300 


allora si può utilizzare il principio di concentrazione di compattezza, e un 


metodo di confronto fra l'equazione (3) e l'equazione all'infinito associata 


(4) Au-u+g»olul2u=0 in RN 
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Queste tecniche permettono di determinare soluzioni sotto opportune ipotesi 


su g, ad esempio se go = inf g. (cf. [DN], [L2], [L] per (3) e [C2] per (2)). 
RI 


Con tecniche analoghe P.L. Lions [L2], [L3], Benci e Cerami [Bc], Bahri e 
Lions [BL] hanno dimostrato un teorema di rappresentazione per le 
successioni di Palais-Smale di (3), che consente di determinare soluzioni sotto 
ipotesi meno restrittive. Noi abbiamo esteso il teorema di rappresentazione 


anche alle successioni di Palais Smale di (1). 


Formuliamo le seguenti ipotesi. 


a sia continua, nonnegativa e verifichi la condizione 


3p >I, O<a<1 tale che p-a >I, p<(p-a)* = n(p-0) pe 
n-(p-@) 
no, è noncrescente, oo è nondecrescente. 


Se definiamo A(t) = f ì sa(s)ds, A induce su Co (R°) la norma 
0 


sli > 0: { A (a < | | 
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e la chiusura di Cc (R") con Ilull = a x* csi A Si dice spazio di Orlicz 
Sobolev generato da A, e si indica HA, Denotiamo allora A* la funzione di 
Sobolev-Orlicz associata ad A. 

Supponiamo che f : R" + R sia continua nonnegativa e verifichi 


f(t)/A*(t) + 0 pert > +00 


Ir tale che p<r<(p-0)* e Da è non decrescente. 


Supponiamo infine che gi sia continua, nonnegativa, e che esista 


lim g(@x)=g0. 


lxl>00 


Sotto queste ipotesi possiamo definire su HA il funzionale 


I(u) = A(Dul)dx + B(lul)dx - £(x)F(u)dx 
Enti “nau * 
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dove F(u) = Î f(t) dt. I suoi punti critici si dicono soluzioni deboli di (1). 
0 
Definiamo poi Lo il funzionale associato all'equazione all'infinito: 


I-(u)= ( A(IDul)dx + f B(lul)dx - J gF(u)dx 
R® R® R® 


e siano M = {u# 0: dI(u)(u)=0} e M== {u#0: dI.(u)(u) = 0}. 


Osservazione 2. E' immediato osservare che tutti i punti critici di I 
appartengono ad M. Ricordiamo inoltre alcune proprietà di Im (cf. [C3], 


[BaC]): 


I(u) > (1 F) f n A(IDul) + A(lul) vue M. 


infI1>0, e inf I è un valore critico asintotico per I. 
M M 


Se (ug) è una successione in HA tale che I(ug) > 2 e dI(ug) +0, allora 
i. >0. 


Vale il seguente teorema di rappresentazione: 


Teorema 3. Sia (uy) una successione in HA tale che I(ux) > A e 
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dI(ux) + 0 per k+ +e. Allora esistono un numero me N, e m 
successioni (y}) in R®, tali che Iyil > + co per k 4 + 00, 


Uk05) = x) + z DI(YÎ) + YK(O), 
È 


iI)» S La tal), 
i 


dove u° è soluzione di dI(u°)=0, ui di dIx(u)=0 V j=1...m e w+0in 
HA(R) per k + +c0, 


Questo teorema non assicura che u° sia diversa da 0. Tuttavia se esiste 


una successione (uy) in HA(R?) tale che 
di(ux) +0 e Kug) A, 


m . O 
e À non può essere rappresentata nella forma Y I»(ui), con ui soluzioni di 
j=l 


dI.-(ui) = 0, allora u® deve essere necessariamente non nulla. 


Una prima conseguenza del teorema di rappresentazione è il seguente: 


Teorema 4. Se inf I<inf LI., allora (1) ha almeno una soluzione 
M 
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nonnegativa, che realizza il minimo di Isu M. 


Dimostrazione. Per l'osservazione esiste una succesione (ug) tale che 
I(uk) > inf I per k > +0, e dI(ug) > 0.Quindi 
M 


m . 
inf I=I(uo) = X Le (ui) > (poiché infI >0) 
M FA Ma 


> m inf L.>(per ipotesi) 
Mo 


> m inf IL 
M 


allora m=0, eug=uo+0(1) perk > +00. 


L'ipotesi del teorema 4 è effettivamente verificata se go= infg (cf. 

[BaC]). D'altra parte, se go = SUP &, si ha infI= inflwo edi più il 
R® M Mo . 

minimo di I su M non è raggiunto. (cf. [N]). Vedremo come si possano 

utilizzare metodi di topologia algebrica e il teorema di rappresentazione, per 


determinare soluzioni, imponendo ipotesi soltanto sul comportamento di g 


all'infinito, e non su tutto lo spazio. 
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3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3 


Per evitare difficoltà di tipo tecnico, legate alla definizione della norma 


di Orlicz, diamo la dimostrazione nel caso particolare dell'equazione (2): 
div(IDulP-2Du) - lulP-2u + g(x)luld:2u=0 in RP. 


Le ipotesi che abbiamo formulato si riducono semplicemente a: 


PE: 
beni de i ’ 
lo spazio in cui cerchiamo soluzioni è H!.P(RD), e il funzionale I si scrive 


nella forma: 


Ww=5 f DuPdx+5 ( 


1 
lulP dx - = Î 
RI Rî A 


£(x) luld dx. 
RI 


Ricordiamo il seguente lemma tecnico: 


Lemma 5. Per ogni ne ]0,1[ esiste Ln>0 tale che, per ogni u, 


v e RI, se lu-vl > n(lul + Ivi), allora 
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(lulP-2 u- IviP-2v) - (u-v) > La lu-vIP . 


Lemma 6. Sia (ug) una successione in H!P(R") tale che ux + u 
debolmente e dI(ux) + 0, allora da (uk) si può estrarre una 


sottosuccessione, che indichiamo ancora (uy), tale che 
è .P (Rn 
ug > u in Hg; (R). 


Dimostrazione. Per il teorema di immersione di Sobolev, dobbiamo 
soltanto provare che Dux > DuinLP, (R"). 


Per n > 0 denotiamo Ank = {xe B(0,R):1Du-Duy! > n(IDul + [Duyg!)}. Allora 


J iDu-DuglP < CnP f IDulP + J IDug!IP\) > 0 
B(OR)Anm R® R° 


per n — 0 uniformemente rispetto a k, perché (uk) è limitata. Ora indichiamo 


y una funzione tale che X € Cc (B(0,2R)), 0<Y<1, x = 1 su B(0,R). 


Dal lemma 5 segue che 


: 3) IDu-DuglP <C (IDulP-2 Du-IDugP-2Dux) - Du-Dug) < 
Anm Anm 
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SC (IDulP-2 Du-[DuglP-2Dug) + D(u-ug) x < 
B(0,2R) 


<C il IDulP-2 Du - D(u-up)X + il DuxiP-Dux 
B(0,2R) B(0,2R) 


* Dy(u-ug) - C IDuxIP-2Dug . D((u-ug)YX). 
B(0,2R) 


Indichiamo rispettivamente questi tre termini Ti, T2, T3. Ti(k) > 0 per 
mM-+o0, poiché ug + u debolmente in H1.P, T2(k) < Cllug-ullr p 80 2R)) > 0 


per k-++so, per il teorema di immersione di Sobolev 


T3(k) = -C IDulP-2 Du + D((u-up)Y) = -dIuy((u-u)Y) + 
B(0,2R) 


+ Î lug P-2 ug(u-up)X - lux!9-2 ux(u-up)x 
B(0,2R) B(0,2R) 


+ 0 per k3+00 


perchè (ug) è limitata, e dI(ug) + 0 per k>+00. 
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Poiché vale questo lemma, non conviene applicare il teorema di 
concentrazione nella sua formulazione più generale, ma risulta più semplice 


studiare direttamente la proprietà di 


Qk (R)= sup J lugP + IDuk!P dx. 
yeR! B(y,R) 


Lemma 7. Siano verificate le stesse ipotesi del lemma 6 e sia 


u=0. Poiché (Qx(1)) è limitata non è restrittivo supporre che esista 


lim Qk(1). 


k_00 


i) se lim Qx(1)=0, allora ug + 0 in norma, 
k-300 


i) se lim Qx(1) #0, esiste una successione (yx)in R® tale che 
k00 


lyKg/ Doo e 


Î luglP + IDuglP dx > 1 >0 
BG.1) 


Dimostrazione. Supponiamo che Qx(1) + 0 per ke. Indichiamo 
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con <& la famiglia delle palle di raggio 1, e centro di coordinate intere 


f lug < Y f luglA dx < (se q=p9+(1-0)p") 
R° Be B 


“© % J lug IP chi il sal di < 


per la diseguaglianza di Sobolev 


“CY Î lugIP dx È Î IDuglP dx P*0-0/p < 
BeS | Jp ‘ 

<C a/p 

SC Y Î lugiP + IDug jP Y°P < 
(1 


<CQx(1)9p-1 f lug P + IDug jP 
RD 


Pertanto 


J 


luglP + IDugiP = di(up)(ug) + il g(x)lugll + 0 per 
R° R® 
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k + co, per le ipotesi fatte su (ug). 


ii) SeQg(1) >| >0, allora esiste una successione (yk) in R® tale che 


i tugP + IDugIP dx >È i 
B(y,1) 


Dal lemma 6 segue che lyyl ++ co per k-+>+co. 


Se invece u # 0, il lemma 6 suggerisce un modo "naturale", e 


particolarmente semplice di spezzare la successione ug: è u stesso che gioca il 
ruolo di Pi nella condizione di dicotomia, e uy risulta spezzato nella sua "parte 


al finito", u; e nella parte all'infinito, ug - u. Infatti, 
Lemma 8. Nelle stesse ipotesi del lemma 6, si ha 

i) I(ug) - I(u) - I(ug-u) > 0 per k+ +00 

i) dilu)=0 


iii) di(ug-u) Oper k4 +00 


Dimostrazione. Consideriamo un solo termine di quelli che 


compaiono in I, poiché gli altri si trattano in maniera analoga. Proviamo che: 
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J 


IDuglP - f IDux-DulP - il IDulP > 0. 
R° 


R® R® 
Si ha: 


il (IDux!P - IDug-DujP - IDulP) < 
R!NB(0,R) 


<C IDulP + ti 


i, 1 IDux-tDulP-! [Dul < 
R'\B(0,R) R!\B(0,R) 


0 


<C IDulP + Ci 4) 


IDulP\!/p, 
R!INB(0,R) R'NB(0,R) 


poiché (ug) è limitata. Questo termine tende a 0 per R + + co, uniformemente 
in k e N. D'altra parte l'integrale su B(0,R) tende a 0 per k + co, per il 
Lemma 6, e quindi i) è verificata. 


ii) è conseguenza immediata del lemma 6. 


Per provare iii) basta dimostrare che 
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IDuglP-1 - IDulP-1 - [Dug-DulP-1 > 0 in LY/@1), 
luglP-1 - lulP-1 - lug-ulP-1 > 0in LP/@-1), 
lug! - tal! - lug-ul:1 > 0 in LU), 
e la prova è simile da quella del punto i). 
Dimostrazione del teorema 3. Non è difficile riconoscere che la 


successione (ug) è limitata, quindi possiamo supporre che (ug) sia debolmente 


convergente in H!.P(R") ad una funzione u°. Per il lemma 8 dI(u°)=0. Se 
definiamo Yj(x) = u(x) - u°x), Y{ + 0 debolmente in H1.P(R"), e verifica 


Lo (4) = 1 yf + 0(1) = Iuy) - I(u9) + 0(1) per k > +0 
dI (75) = dI(yi) +0(1)= 0(1) per k > +00 


Se vi - 0in H!P, abbiamo terminato, se vi non converge a () in norma, per 


il lemma 7 esiste u > 0 e una successione G) in R® tale che Iygl — + co per k 


> +00 € 
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[ IDygie + yi > p. 
B(4,,1) 
Allora vi (+y1) deve essere limite debole ul # 0 e, per il lemma 8, 


dI.(u!)=0. 


Iterando questo procedimento otteniamo successioni ul, Mevi tali 


che ui verifica dI,(ui) = 0 per ogni j, yi + +0 perk > +00, 
= b A i; Luci 
Vi 0) = E (0) - ut! (xy!) = xx) - 1%) - Z vi&-yp) 
dI(Y5) = 0(1) per k + +00 


Ora, poiché inf I> 0, ing IL-.>0e% > 0 (per l'osservazione 2), 
M Mo 


l'iterazione deve terminare in un numero finito di passi. 
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